
3-ÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå èìåíè Øàëòàÿ Ñìàãóëîâà

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 15 èþíÿ, 2019 ã. 6 êëàññ

�1. Ðàçðåæüòå ôèãóðó íà ðèñóíêå íà òðè ðàâíûå ÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî ïî ëè-
íèÿì ñåòêè). (Ðàâíûìè íàçûâàþòñÿ ÷àñòè, êîòîðûå ìîæíî ñîâìåñòèòü, íàëîæèâ
äðóã íà äðóãà. Ïðè ýòîì ÷àñòè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü.)

Ðåøåíèå. Ñìîòðè ðèñóíîê âûøå.

�2. Âû÷èñëèòå ñóììó:
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Îòâåò: 249750.

Ðåøåíèå. Ïî ìåòîäó Ãàóññà ìû çíàåì êàê âû÷èñëèòü ñóììó ïåðâûõ n íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë: 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2 .

Âîçüìåì íåêîòîðûå ñëàãàåìûå â îòäåëüíûå ñêîáêè:
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Îáùèé âèä êàæäîé ñêîáêè ñëåäóþùèé:
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Åñëè ïðèìåíèòü ýòîò âèä äëÿ êàæäîé ñêîáêè, òî ïîëó÷èì:
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�3. Àñàí è Õàñàí ïîä íàáëþäåíèåì æþðè èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Æþðè
âûáèðàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, èìåþùåå 100 äåëèòåëåé, è âûïèñûâàåò íà äîñêå
âñå ýòè äåëèòåëè, çàòåì íà áóìàãå ðèñóåò äâå ãîðèçîíòàëüíûåòàáëèöû ðàçìåðîâ
50× 1, è ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè ñîåäèíÿåò îòðåçêîì.

Êàæäûé èãðîê ñâîèì õîäîì äîëæåí âûáðàòü êàêîé-òî äåëèòåëü ñ äîñêè, ïå-
ðåïèñàòü åãî â îäíó ñâîáîäíóþ êëåòêó áóìàãè, è ñòåðåòü ýòîò äåëèòåëü ñ äîñêè.
Êîãäà âñå êëåòêè òàáëèöû çàïîëíåíû, èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ.
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Ðèñ. 1

Ïîñëå ýòîãî æþðè íà êàæäîì îòðåçêå ïèøåò ïðîèç-
âåäåíèå ÷èñåë çàïèñàííûõ â êëåòêàõ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè
îòðåçêè, à çàòåì âñå ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñêëàäû-
âàåò.

Åñëè ïîëó÷åííàÿ ñóììà äåëèòñÿ íà n, òî ïåðâûé èã-
ðîê ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå,
åñëè èãðó íà÷èíàåò Àñàí, à äàëåå õîäÿò ïî î÷åðåäè?

Îòâåò: Ïðè ïðàâèëüíîé èãðå âûèãðàåò Õàñàí (âòîðîé
èãðîê).

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ñòðàòåãèþ (õîä äåéñòâèé) âòîðîãî èãðîêà âåäóùèé ê ïîáå-
äå. Êàê èçâåñòíî, åñëè âñå äåëèòåëè ÷èñëà âûïèñàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàêîíîìåðíîñòü: ðàçäåëèâ íàøå ÷èñëî íà ïåðâûé åãî
äåëèòåëü, ïîëó÷àåì ïåðâûé ñ êîíöà, ðàçäåëèâ åãî íà âòîðîé äåëèòåëü, ïîëó÷àåì
âòîðîé ñ êîíöà, è ò.ä. Ïîýòîìó âñå 100 äåëèòåëè ÷èñëà n ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû
(ïåðâûé ñ ïîñëåäíèì, âòîðîé ñ ïðåäïîñëåäíèì, è ò.ä.) òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå
÷èñåë â ýòèõ ïàðàõ áûëè ðàâíû n.

Õàñàí ðàçáèâàåò ÷èñëà íà ïàðû. Åñëè Àñàí (ïåðâûé èãðîê) ïîñòàâèë êàêîé-
òî äåëèòåëü íà îäèí êîíåö îäíîãî îòðåçêà, òî Õàñàí ïîñòàâèò ïàðó ýòîãî ÷èñëà
íà äðóãîé. Òàêèì îáðàçîì ñóììà, âû÷èñëåííîå æþðè, áóäåò ðàâíî 50n, òî åñòü
äåëèòñÿ íà n.

�4. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 5 · A ñîñòîèò èç 1000 ïÿòåðîê è 1000 øåñò¼ðîê.
Íàéäèòå ñóììó öèôð ÷èñëà A.

Îòâåò: 4000.

Ðåøåíèå. Ñóììà öèôð ÷èñëà A, î÷åâèäíî, ðàâíà ñóììå öèôð ÷èñëà 2 · 5A.
Ðàññìàòðèâàÿ óìíîæåíèå íà 2 ¾â ñòîëáèê¿, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïÿòåðêà äàåò
¾0¿, â ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðÿä ïðîèçâåäåíèÿ, à øåñòåðêà � ¾2¿, êðîìå òîãî, ê
êàæäîìó ðàçðÿäó ïðèáàâëÿåòñÿ ïåðåíåñåííàÿ èç ïðåäûäóùåãî åäèíèöà. Òàêèì
îáðàçîì, èñêîìàÿ ñóììà öèôð ðàâíà 0 · 1000 + 2 · 1000 + 2000 = 4000.

�5. Äëÿ íàáîðà, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûð¼õ ÷èñåë, ïîñ÷èòàëè ñóììó âñåâîçìîæíûõ
ïàð, è ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ñóììû: 189, 320, 287, 264, x è y. ×åìó ìîæåò áûòü
ðàâíî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû x+ y?

Îòâåò: 761.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b, c, d � äàííûé íàáîð. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1. Áåç îáùåãî ÷èñëà x = a+b è y = c+d. Òîãäà îñòàëüíûå ÷åòûðå ïàðû: a+d,

a+c, b+c, b+d áóäóò ðàâíû 189, 320, 287, 264 â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ñëîæèâ ýòè
÷åòûðå ñóììû ïîëó÷èì: a+d+a+c+b+c+b+d = 1060 è x+y = a+b+c+d = 530.

2. Îäíî îáùåå ÷èñëî x = a+b è y = a+c. Òîãäà îñòàëüíûå ÷åòûðå ïàðû: a+d,
b+ c, c+ d, b+ d áóäóò ðàâíû 189, 320, 287, 264 â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Çàìåòèì,
÷òî: x+y = 2(a+d)+2(b+ c)− (b+d)− (c+d) 6 2(320+287)− (264+189) = 761.
Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ êîãäà: (a, b, c, d) = (237, 181, 106, 83).



3-ÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå èìåíè Øàëòàÿ Ñìàãóëîâà

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 15 èþíÿ, 2019 ã. 7 êëàññ

�1. Ñóùåñòâóåò ëè ïåðåñòàíîâêà a1, a2, a3, . . . , a30 ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , 30 òàêàÿ, ÷òî
÷èñëî ak + k ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì äëÿ êàæäîãî k îò 1 äî 30?

Îòâåò: Äà. Íàïðèìåð, ïåðâûå ïÿòü ÷ëåíîâ âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1 =
= 3, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 5, a5 = 4, à îñòàëüíûå ÷ëåíû îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå
ak = 36− k, äëÿ âñåõ k = 6, 7, . . . , 30.

�2. Óìíîæàÿ íà êàëüêóëÿòîðå, ìàëü÷èê çàìåòèë, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå áîëü-
øå ìèëëèàðäà, òî êàëüêóëÿòîð âûäàåò îòâåò ¾E¿. Îí âçÿë 10 íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë: a1, a2, a3, a4, a5, b1, b2, b3, b4, b5 è ñîñòàâèë ¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ¿, â êîòîðîé
îòìåòèë âñå ðåçóëüòàòû, ðàâíûå E. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèöû îí
îøèáñÿ.

a1 a2 a3 a4 a5
b1 E E E
b2 E E E
b3 E E E
b4 E
b5 E E E E E

Ðåøåíèå. Ïðèñìîòðèìñÿ ê ýòîé òàáëèöå óìíîæåíèÿ ïîâíèìàòåëüíåé. Òàê êàê
b1 ·a5 = E è b1 ·a2 6= E, òî a5 > a2. À òàê êàê b2 ·a5 6= E è b2 ·a2 = E, òî a5 < a3.
Ïðîòèâîðå÷èå.

�3. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû ñòî ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ïîäñ÷èòûâàþò ñóììó
50 ÷èñåë, ñëåäóþùèõ çà íèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Çàòåì èñõîäíûå ÷èñëà ñòèðàþò,
à âìåñòî íèõ çàïèñûâàþò âû÷èñëåííûå ñóììû. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå ìíîãîêðàò-
íîãî ïîâòîðåíèÿ ýòîé îïåðàöèè âñå ÷èñëà ñòàíóò ÷åòíûìè.

Ðåøåíèå. Âñå ÷èñëà ñòàíóò ÷åòíûìè ïîñëå ÷åòûðåõ øàãîâ (îïåðàöèé).
Ðåøåíèå 1. Ïîñëå ïåðâîãî øàãà ñóììà ÷èñåë ñòàíåò ÷åòíîé, òàê êàê îíà áóäåò

ðîâíî â 50 ðàç áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîé ñóììû (êàæäîå ÷èñëî âõîäèò ðîâíî â 50
ïÿòèäåñÿòîê, ñóììû êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè). Ïîñëå
âòîðîãî øàãà ëþáûå äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñëà íà îêðóæíîñòè áóäóò èìåòü
îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, òàê êàê èõ ñóììà ðàâíà ñóììå âñåõ ÷èñåë ïîñëå ïåðâîãî
øàãà, òî åñòü ÷åòíîìó ÷èñëó. Ïîñëå òðåòüåãî øàãà âñå ÷èñëà áóäóò èìåòü îäè-
íàêîâóþ ÷åòíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ðàçíîñòü äâóõ
ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà ðàçíîñòè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë äî îïåðàöèè, à
ðàçíîñòè ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë ïîñëå âòîðîãî øàãà ÷åòíû. Çíà÷èò, ïîñëå òðå-
òüåãî øàãà ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, ïîýòîìó âñå
÷èñëà èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Íàêîíåö, ïîñëå ÷åòâåðòîãî øàãà ëþáîå ÷èñ-
ëî áóäåò ÷åòíûì êàê ñóììà 50 ÷èñåë îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè.

Ðåøåíèå 2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàññòàíîâîê ñòà ÷èñåë íà îêðóæíîñòè îïðåäå-
ëèì èõ ñóììó � ðàññòàíîâêó, â êîòîðîé íà êàæäîì ìåñòå ñòîèò ñóììà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷èñåë èç äâóõ ñêëàäûâàåìûõ ðàññòàíîâîê. ßñíî, ÷òî ïðè ñëîæåíèè
ðàññòàíîâîê ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ê íèì îïèñàííîé â óñëîâèè îïåðàöèè òîæå
ñêëàäûâàþòñÿ. Ëþáóþ ðàññòàíîâêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â



âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ¾ýëåìåíòàðíûõ¿ ðàññòàíîâîê, â êîòîðûõ íà îäíîì ìå-
ñòå ñòîèò åäèíèöà, à íà îñòàëüíûõ � íóëè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåð-
æäåíèå çàäà÷è òîëüêî äëÿ ¾ýëåìåíòàðíîé¿ ðàññòàíîâêè. Åñëè ñëåäèòü òîëüêî
çà ÷åòíîñòüþ ÷èñåë, òî â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ëåãêî íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòà-
òû êàæäîãî øàãà: ïîñëå ïåðâîãî øàãà 50 íå÷åòíûõ ÷èñåë ïîäðÿä è 50 ÷åòíûõ
ïîäðÿä, ïîñëå âòîðîãî øàãà 50 ÷åòíûõ è 50 íå÷åòíûõ ÷èñåë ÷åðåäóþòñÿ, ïîñëå
òðåòüåãî øàãà 100 íå÷åòíûõ ÷èñåë, ïîñëå ÷åòâåðî òîãî øàãà � 100 ÷åòíûõ ÷èñåë.

�4. Íàçîâ¼ì äâà òðåóãîëüíèêà ABC è A1B1C1 ïî÷òè ðàâíûìè, åñëè AB =
= A1B1, BC = B1C1 è ∠A = ∠A1.

à) Äàíû äâà ïî÷òè ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Âåðíî ëè ÷òî ýòè òðåóãîëüíèêè
ðàâíû?

á) Äàíû òðè ïîïàðíî ïî÷òè ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè íèõ
êàêèå-òî äâà òðåóãîëüíèêà îáÿçàòåëüíî ðàâíû?

Ðèñ. 2

Îòâåò: à) Íåò. á) Äà.

Ðåøåíèå. à) Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåí ïðèìåð ïî÷òè
ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è ABD, íî ñàìè òðå-
óãîëüíèêè íå ðàâíû. êîíòðïðèìåð äëÿ îáîèõ ïóíê-
òîâ.

á) Ëåììà. Ó äâóõ ïî÷òè ðàâíûõ òðåóãîëüíè-
êîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíûå óãëû íå ìîãóò áûòü
òóïûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàâíûå óãëû òóïûå. Òîãäà â ýòèõ òðå-
óãîëüíèêàõ ñîâìåñòèì ýòè óãëû. È òîãäà òàêæå ñîâìåñòÿòñÿ êàêèå-òî äâå ðàâíûå
ñòîðîíû. Ïåðïåíäèêóëÿð èç êîíöà ýòîãî îòðåçêà íà ñòîðîíó ïàäàåò íà ïðîäîë-
æåíèå ñòîðîíû â îáîèõ òðåóãîëüíèêàõ. Òîãäà òðåòüå âåðøèíû áóäóò ëåæàò ïî
îäíó ñòîðîíó îò ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, è âòîðûå ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû íè-
êîãäà íå áóäóò ðàâíû.

Ðèñ. 3

�5. Ïóñòü [x, y] îçíà÷àåò ÍÎÊ ÷èñåë x è y, à
[x, y, z] � ÍÎÊ ÷èñåë x, y, z. Äàíû íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà a, b, c, d. Îáîçíà÷èì A = [a, b, c] ·
· [a, b, d] · [a, c, d] · [b, c, d] è B = [a, b] · [a, c] ·
· [a, d] · [b, c] · [b, d] · [c, d]. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
A6 > B4.

Ðåøåíèå. Åñëè A = 1, òî a = b = c = d = 1
è B = 1, è î÷åâèäíî A6 = B4.

Ïóñòü A > 1. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé äåëè-
òåëü p ÷èñëà A.

Íàèáîëüøóþ ñòåïåíü ÷èñëà p â ðàçëîæå-
íèè ÷èñëà a îáîçíà÷èì ÷åðåç ap (òî åñòü ýòî òàêîå ÷èñëî, ÷òî a äåëèòñÿ íà pap

íî íå äåëèòñÿ íà pap+1.
Ïóñòü p âõîäèò â ÷èñëà a, b, c, d â ñòåïåíÿõ ap, bp, cp, dp ñîîòâåòñòâåííî. (ap,

bp, cp, dp ýòî íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Íàïðèìåð, åñëè b íå äåëèòñÿ íà p,
òî bp = 0.)



Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ap > bp > cp > dp. (1)

Òîãäà p âõîäèò â ÷èñëî A â ñòåïåíè ap + ap + ap + bp = 3ap + bp, à â ÷èñëî B â
ñòåïåíè ap+ap+ap+bp+bp+cp = 3ap+2bp+cp. Òîãäà ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñòåïåíü
âõîæäåíèÿ ÷èñëà p â ÷èñëî A6 íå ìåíüøå, ÷åì â ÷èñëå B4. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü íåðàâåíñòâî 6(3ap + bp) > 4(3ap + 2bp + cp), êîòîðîå ëåãêî ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà (1). Îòñþäà è íåìåäëåííî ñëåäóåò îáúÿñíåíèå íåðàâåíñòâà A6 > B4,
òàê êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà A.


